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Correction :

Partie I

1. (a) Soit A une valeur propre de f4. Montrons que E)(A) est stable par fp. Soit x € Ey(A). Alors
(fa = Xidp) (fB(x)) = fao fB(z) = Af(x) = fBo fa(z) — Af(x) = fB ((f — AldE)) (z) = fB(0) = 0.

Donc fg(x) € Ex(A).

(b) Considérons l'application g\ de E)(A) dans E)(A) qui, a x € E), associe fg(x). C'est un endomor-
phisme sur un C-espace vectoriel, donc il admet une valeur propre p et il existe z # 0 € E)(A) tel que
gr(z) = fp(x) = px. Or x € E)(A) donc fa(x) = Az. On a ainsi montré que f4 et g4 ont un vecteur
propre commun.

(c) Notons A1, A2, A3 les différentes valeurs propres de f4, alors d’apres ce qui précede, pour tout 1 < i <
3, il existe un vecteur propre commun v; # 0 a f4 et fp (les E),(A) sont des droites ), donc il il existe
des scalaires (i1, 2, p3 tels que fp(vi) = piv; pour 1 < i < 3. Donc les matrices de f4 et fp dans la base
(v1,v2,v3) sont diagonales.

L’hypothese que les valeurs propres de f4 sont différentes, est essentielle. En effet, la matrice identité
commute avec toutes les matrices, y compris les non diagonalisables.

2. (a) e On peut vérifier facilement que les trois applications ¢, 1 et u sont des endomorphismes de ., (C).
De plus si M € .#,(C),

pop(M) = p(p(M)) = p(MB) = AMB = (AM) = (p(M)) = 1 o o(M).

D'ottpoy =1po .

e Soit A € Sp(¢). Il existe M € .#,(C), non nul tel que (M) = AM. M étant non nul, il existe
Xo € M,1(C) tel que M X # 0. Alors (¢(M))(Xo) = AM (X)) = AM (X)) et X est valeur propre de .
Ainsi, Sp(y¢) C Sp(A4).

Réciproquement, soit A € Sp(A). Il existe X € ., ,,(C), non nul, tel que AM = AM. Soit p un pro-
jecteur sur la droite Vect(M ) parallelement & un hyperplan supplémentaire H. Alors, VN € .#, 1(C),
p(N) € Vect(M), donc p(p(M)) = Ap(N). Ainsi, p(p) = ¢ o p = Ap et A est valeur propre de ¢. Donc,
Sp(A4) C Sp(y) et finalement, Sp(y) = Sp(A).

e Soit A € Sp(7)) et E\(v) le sous espace propre associé. Soit M € .4, (C), non nul.

M e Ex(y) < (M) =AM

& MB=\M
VX € M,1(C), MBX = AMX
VX € M,1(C), M(BX —AX) =0
VX € M,1(C), BX —AX € ker M
Im(B — A\L,) C ker M

K

M n’étant pas nul, ker M # 4, 1(C). ker M est un sous-espace vectoriel de .7, 1(C), de dimension
inférieure ou égal an — 1.



L'inclusion Im(B — AI,) C ker M implique que I'endomorphisme fp — MIdg n’est pas injectif, c’est a
dire que A est valeur propre de fp.

Réciproquement, si A est valeur propre de B, Im( fg—AIdg) est un sous espace de .#,, 1 (C) strictement
inclus dans .7, 1 (C) et il existe une matrice M de .#,, 1(C), nul sur Im(B — AL,) et non identiquement
nul (il suffit de le définir comme étant non nul sur un sous-espace supplémentaire de Im(B — AIL,,)
)- Une telle matrice M vérifie Im(B — A\Idg) C ker M, donc VM € #,,(C), M(BX — AX) = 0 et
finalement (M) = M B = AM. Donc X est valeur propre de . Ainsi, Sp(¢») = Sp(B).

Remarque : On peur remarquer que YM € .#,,(C), VA € C, (M) = M B si et seulement si, 'B'M =
MM, d’ot Sp(v)) = Sp('B) = Sp(B).

(b) X est une matrice colonne non nulle, 'Y’ est une matrice ligne non nulle. Leur produit M = X' est
donc une matrice carrée non nulle, et

AM = AXY = (AX)Y = XYY

et
MB=X%YB=XYWB)=XuY =uX'.
On a donc trouvé une matrice M = XY non nulle telle que u(M) = AM — M B = (A — u) X'V, et par
conséquent XY est un vecteur propre de u associé a A — .
(c) i Soit 8 € Sp(u) etY € #,1(C) un vecteur propre associé. Par u(M) = fM,ona AM — MB =
BM, donc AM = M(BL, + B). Soit k € N, supposons AFM = M(B1, + B)* et montrons que
AN = M(BI, + B)*L. Donc AFH1M = AA*M = AM (BT, + B)* = M(BI, + B)**L.
ii. Ona A*M = M(BI, + B)* pour tout entier naturel k et par combinaison linéaire, on obtient
P(A)M = M P(BI, + B) pour tout polyndéme P de C[X].
iii. D’aprés le théoreme de Cayley-Hamilton, x 4(A) = 0 donc M x a(5I, + B) = 0. Comme M est une
matrice non nulle, il en résulte que x 4 (51, + B)) est non inversible.
Or xa(fL, + B) = H ((B = NI, + B)* n’est pas inversible implique qu’il existe A € Sp(A)
AESP(A)
tel que ((8 — AL, + B)** nest pas inversible et donc il existe A € Sp(A) tel que (8 — \)I,, + B
n’est pas inversible. Donc A — 3 € Sp B et par conséquent il existe ;1 € Sp(B) tel que A — 3 = pou
encore 3 = A — p.
(d) D’apres l'étude précédente, Sp (u) C Sp (A) + Sp (B).
Inversement, d’aprés la question 2.b on voit que Sp (u) D Sp (A) — Sp (B). D’ou I'égalité :

Sp(u) = Sp(A) — Sp(B).

D’autre part, on sait que u est inversible si, et seulement si, 0 ¢ Sp(u). Ainsi Sp(A)NSp(B) =0 < 0 ¢
Sp(u) < w est inversible.
() i. Ontrouve Sp(A) ={-2,3,6} et Sp(B) ={0,2,3}. D'out:

En particulier, y,(X) = (X +2)(X +4)(X +5)X (X — 1)(X —4)(X —6)(X — 3)2

ii. On remarque E = ker(u) = Ey(u) est une droite vectorielle ( 0 est d’ordre de multiplicité 1 ).
D’apres 2.b, si X est un vecteur propre de A associé a 3 et Y est un vecteur propre de B associé
a 3, XY est un vecteur propre de u associé a 0. Les calculs montre que F3(A4) = Vect(X) out
X = (1,—1,1) et B3(B) = Vect(Y) ot 'Y = (1,1,1), d’our :

E = Vect(M)

1 1 1
ouM=XY=|[-1 -1 -1

1 1 1
Toutes les matrices de E sont de rang 1, a 'exception de la matrice nulle, donc E ne contient pas
des matrices inversibles.



iii. Ona AM = MB + 3M < u(M) = 3M, donc 'ensemble de solutions de I'équation AM =
MB + 3M est E3(u). La valeur propre 3 de u est obtenue pour A € {3,6} et p € {0,3}. Or
E3(A) = Vect(X1) ot ‘X7 = (1,—1,1), Eg(A) = Vect(X3) ott Xy = (1,2, 1), Eg(B) = Vect(Y;) ot
Y1 = (1,-2,1) et E3(B) = Vect(Ys) ot Y5 = (1,1, 1), donc Vect(X;V1, X2'V2) C E3(u). D’apres
les calculs

1 -2 1 11 1
Xivi=|-1 2 -1 et XolVo =12 2 2
1 -2 1 111

Ces deux matrices sont libres, donc I’ensemble de solutions de I’équation matricielle AM = M B+
3M est F3(u) = Vect( X171, Xo'Y5).
iv. Le polyndme caractéristique de u est scindé ( on ait dans C ) toutes les racines sont simples, sauf
3 qui est une racine double et comme dim E3(u) = 2, alors u est diagonalisable.
3. La famille (X}Y})1<i j<n est formée par des vecteurs propres de u, pour montrer que 'endomorphisme u
est diagonalisable il suffit de montrer que c’est une base de .#,(C). Or elle est de cardinal n* égal a la
dimension de .#,(C), il suffit donc de montrer qu’elle est libre.

n n
En effet, Z aij X!Y; = 0 implique Z X!Z;=00uZz = Z a;;Y;j, on multiplie cette égalité a droite par

1<i,j<n i=1 j=1
p
un Z; ou 1 < j < n fixe, mais quelconque, d’ot1 Z a; X; =0ouq; = tZz-Zj, or (Xi,...,X,) une famille
i=1
libre de .#,, 1(C) donc les a; sont tous nuls en particulier a; = ‘Z;Z; = ||Z;||3 = 0 et donc Z; = 0 pour tout

n
1 <j <n. Mais Z; = Zainj pour tout 1 < i < n or (Yj)i<j<n) est aussi libre, donc a;; = 0 pour tout
=1
1<4,5 <n. !
4. Soit M € .#5(C). Si M? = Aalors AM = M? = M A et donc M et A commutent. A admet trois valeurs
propres réelles et simples a savoir —2, 3 et 6. Donc A est diagonalisable dans R et les sous-espaces propres
de A sont des droites. M commute avec A et donc laisse stable les trois droites propres de A.
Ainsi, il existe une base de .#3 1 (R) formée de vecteurs propres de A est également une base de vecteurs
propres de M ou encore, si P est une matrice réelle inversible telle que P~ AP soit une matrice diagonale
Dy alors pour la méme matrice P, P~' M P est une matrice diagonale D. De plus

+ivV2 0 0
M?=AsPD*P '=PDyP ' D?*=Dy< D= 0 FV3 0
0 0 +V6

Ce qui fournit huit solutions de I’équation matricielle M?* = A.

Partie 11



1. Pour tout nombre complexe A, ona:

A—12+ 21 6+ 2t —6— 21
XAO\) = 6+ 2¢ A—3+ 51 3+ Ci+Ci+Cy—Csy
—6—21 3+1 A—3+ 52

A+6i  6+2 —6-—2i
= A+6i AN—345¢ 3+1 Lo+ L2—1L1 et L3+ L3+ Ly
~A—6i  3+i  —3+5i
1 6+2 —6-2i
= (A+6i)|1 A—3+5i 341
-1 3+i  —3+5i
1 6+2i —6 — 2i
= (A+6)[0 A—9+3  9+3i
0 943 A—9+3i
= (A+6i) [(A—9+430)* — (94 30)?]
= (A +60)*(\—18)
D’oi1 Sp(A) = {—6i,18}.

Cherchons le sous-espace propre associé a la valeur propre —6:. On doit résoudre AX = —6iX et on trouve
fois le systeme :

(12— 2i)z — (6 + 2i)y + (6 + 2i)z = —6ix
—(6+2)z+(3—5)y— (3+i)2 = —6iy
(6+2i)r—(B3+i)y+ (3—5i)z = —6iz

qui est équivalent a 2z — y + z = 0. Donc E_g;(A) est I'hyperplan d’équation 2z — y + z = 0, on obtient
E_g;(A) = Vect(V1, Va) ot V] = (—1,0,2) et V5 = (1,2,0).

x
Pour la valeur propre 18, on résout 1'équation AX = 18X avec X = | y |. On trouve le systéme qui

z

r = -2y

z = —y
Ainsi, le sous-espace propre associé a la valeur propre 18 est le sous-espace vectoriel engendré par le vec-
teur V3 = (2, —1,1).

2. En développant par rapport a la premiere ligne, on obtient det P = 6(bd — ac). Ainsi, P est inversible si, et

seulement si, bd # ac.
On remarque que les deux premiers vecteurs colonnes C; et Cy de P sont des vecteurs de I'hyperplan

2z — y + z définissant le sous-espace propre E_g;(A), le troisieme colonne C3 est un vecteur propre associé
a 18. Donc P est la matrice de passage de la base canonique de C? a la base de vecteurs propre de A, d’ot1 :

s’écrit encore

—6i 0 0
PlAP=| 0 —6i 0
0 0 18

3. A étant diagonalisable, plus précisément A = PDP~! avec D = diag(—6i, —61, 18). Pour prouver l'exis-
tence d’une matrice M telle que M 3 = A, I'idée est de d’abord faire la méme chose avec D. Mais si

iwive 0 0
N = 0 iwy /6 0
0 0 w3 V18

ot wy, € {1,7,5°} pour tout k € {1,2,3}, alors ona N* = D. Posons M = PNP~'. Alors
M? =PN*pP~'=PDP ' = A



4.

(a)

(b)

()

Soit M € .#,(C) non diagonalisable. A étant diagonalisable et vérifie A = PDP~!, donc :
M*=A&e M =PDP ' e P'M?P=D& (P'MP)’ =D

Sion pose N = P~YMP, alors M solution de (1) si, et seulement si, N* = D.
ail a2 Q13

Onpose N = | a1 az as3 |,donc
az1 a32 asg

a1l ai2 Qs a 0 0 a 0 0 ail ai2 Qi3
ND =DN & a1 Q22 G923 0O o 0]=10 a O ag] 22 ag3
azi asy a3z 0 0 B 0 0 B/) \as1 az as3
ajy a2 0O
Donc nécessairement a13 = a32 = a31 = azx = 0, N = | a1 asy 0 | est donc M est semblable a

0 0 as3
une matrice de type précédent.
Puisque N® = D, alors B® = —6il,, donc Sp(B) est contenu dans I’ensemble des racines troisieme de
—6i. La factorisation du polyndme X® + 6i = (X —w)(X —wj)(X — wj?), olt w est une racine cubique
de —64, entraine (B — wly)(B — wjly)(B — wj?Iy) = 0.
L'un des facteurs dans le produit (B — wly)(B — wjlIs)(B — wj*Iy) = 0 est nécessairement non injectif,
donc l'une des valeurs w, wj ou wj?* est une valeur propre de B.
La matrice B est annulée par un polyndme scindé a racines simples, donc elle est diagonalisable.
Ainsi, N est diagonalisable et M serait semblable a une matrice diagonale, donc diagonalisable ce qui
est absurde.



